Elementarni funkce komplexni proménné

Exponencialni a goniometrické funkce
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D4 se dokazat napf. e?1.e?2 = e?1*%2, soultové vzorce pro funkce sin z, cos z, atd.

Eulerovy vztahy
. >iz)?> (iz)?
e TR TR
ZZ

[z z3
1. F —g'l'

|VZ€C; e'” = cosz +i.sinz |
+ -
—iz _ e
e”'* =cosz—1i.sinz

eiz + e—iz

COSZ = T

‘ elz _ g—iz
SINZ = i

Specialné: e? = e**Y = X eV = eX. (cosy + i.siny)

exponencialni tvar komplexniho ¢isla |z|el® = |z|. (cos ¢ + i.sin ¢)
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Vlastnosti odlisné od funkci realné proménné:
1. w = e”je periodicka s periodou 2mi

Diikaz: e?*2km = ez @2KTi — oZ (cos 2km + i. sin 2km) = €2 (1 4 i10) = e?

2. Funkce w = cosz, w = sin z nejsou ohranicené v C
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Dukaz: pro e*:
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Pozndmka: Pro derivace funkci komplexni proménné plati znamé vztahy.

Logaritmicka funkce komplexni proménné
- Inverzni funkce k funkci e*. Ale e” neni prosta funkce v C (je periodicka), tedy
logaritmicka funkce je mnohoznaé¢na funkce.
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Pro k = 0 jde o tzv. hlavni hodnotu (vétev) funkce Ln z. Znaci se w = Igz a jde o jednoznacnou

funkci. Plati pro ni napt. (Igz)’ = i, zeC — {zeR;z < 0}
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Obecna exponencialni funkce
w = {o?} = e?'" % qeC — {0}, zeC

Obecna mocnina
w = {z%} = e*1Z qeC, zeC — {0}

Jedna se o mnohoznacné funkece.

Hlavni hodnoty znacime a* nebo z* (k=0).
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Cyklometrické funkce
- Inverzni funkce ke goniometrickym funkcim, které nejsou prosté ve svém defini¢nim
oboru.

Cyklometrické funkce Arcsin z, ..., Arccotg z.

Pr. ReSte v C rovnice sinz = 2i = z = Arcsin 2i.
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Hyperbolické funkce
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Komplexni funkce realné proménné
f(t) = u(t) +1i.v(t), teR
Napi. f'(t) = u'(t) +i.v'(t)

B B B
nebo f £(6). dt = f u(t). dt + i f v(t).dt apod.
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Krivky v Gaussoveé roviné

Definice 4.16. Orientovanou kiivkou rozumime libovolné spojité zobrazeni y intervalu (a; ) do
c*.

PiSeme z = y(t); te{a; B)
yv(a) - pocatecni bod krivky
v(B) - koncovy bod krivky

Graf krivky
[v] = {zeC,z = v (1), te{ox; )}

Poznamka: Kazda kiivka jednoznacné urcuje svij graf, ale riizné kiivky mohou mit stejny graf.

Definice 4.17. Kfivku y nazyvame parametrizaci mnoziny A c C*, je-li [y] = A.
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a, beC

v1(t) =a+ (b—a).t, te(0; 1)
v,() =a+ (b—a).t* te(0; 1)

Va(© = a+ (b —a). (1 — cos ), te <o;g)

[y1] = [y2] = [y3] = Gsecka s krajnimi body a; b
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